10.2.7 Derivace slozené funkce |

Predpoklady: 1205, 1206

Slozena funkce = funkce, kterouibeme rozlozit na vice funkci, ndidad y =sinx® je
slozena ze dvou funkd = x* a y =sinz. Jak se derivuje takova funkce?

Zkusime os¥dc¢enou metodu.
Vezmeme funkci, kterou derivovat umimg=x* = y' =4x°

NapiSeme si ji jako slozenou funkgi:= (xz)2 (slozena z funkciz=x* ay = 7%)
Zkusime ji derivovat (musi vyjiy' = 4x%):
2] 2\ . . . (Y 1 . :
y =[(x ) } =2(x ) = derivovali jsme vySi funkci y :(z ) =2z, ale nejsme je&t
hotovi, zatim nam derivace vych&xf®, ma vyjit 4x®, je$t tam musime ¢co pidat.
Do spravného vysledku nam chybi vyraz. Jaky je v naSemifpadt jeho vyznam?
Napiiklad plati: z= x> = Z =2x. Je to rozumné?

Asi ano. Derivace udava, jak genéni v zavislosti na. Zatim mame ve vygtu pouze
zmeénuy v zavislosti na, ale iz se néni v zavislosti na. Jak? Bece jakoZ =2x.

Zrejmg plati: y' = (zz)' =27'[F = 2x*[2x = 4x° (vySlo gresre jak melo).
= meéli jsme funkciy = f (g(x)) aplatilo: y' (x) = f'(z) @' (x) , kde f (z) = f (g(x))

MuzZeme si to ukdzat i jinak:

U :ﬂ:ﬂlﬂ dyi Qr
Y (x) dx dx dz dz dx Y(2)Z(x).

H PF. 1: N&kladni automobil jede po dalnici trvale rychla®di km/h. Bi této rychlosti ma
spotebu 16 1/100 km. Wi jeho hodinovou spéebu (kolik litmi nafty spotebuje za
hodinu jizdy).

+ Ur¢ime spatebu za 1 km jizdy: 0,16 1/ 1 km
- za hodinu ujede 90 km> spotebuje 90[0,16= 14, litri za hodinu

Projdeme si vznikly vztah14 Alira _ 0,16 litrd E 90 km
lhodinu  1km  1lhodint

VSechny zlomky ve vztahu maji vyznam derivace:

14,41t _ AV 0,16litra _ AV~ 90km _ As

lhodinu At 1km  As ' lhodinu At
14,4litrd _ 0,16litrd _ 90km

Dosazeni: E av Ade_ opet stejny vztah
lhodinu  1km 1lhodint At As At

Nebudeme se dale zdrZovat:



Derivace slozene funkce:
Jestlize funkce z= g(x) ma v bod x, derivaci a jestlize funkcey = f (z) ma v bod

Z,=9(%,) derivaci také, ma slozena funkcey =(f o g)(x,) = f (g(x)) derivaci v bodk
X, a plati: y' =(f og)' (%)= f'(g(xo))Eg’(xo).
Zkracers: [y(z(x))] =y (2)Z ().

Zkusime derivovaty =sinx®.
Vngjsi funkce: y =sinz = derivujemey =sinz a pak nasobime derivacix

sinx?) = cos[fx?) = cox?0
(sinx’) {x’)

(sinz) = coxz[¥

P¥. 2: Urdi derivace:

a) (cosx3)' b) [sin(x3 + ])] c) {tg GH d) (sin &)

a) (cosx3)' =- sinx3[@x3)' =- sik®0%2

(cosz) = - sinz[¥

sl ] ool Yo' = oo Joo

(sin z)' = coz¥

= e s

X X

(tgz) = ! &

Cos z

e , o3
d) (sm&) = cos/x [@\/;) = coﬁ@z%zc;—\&x

(sinz) = coz[¥

Poznamka: Samozejmeé neni nutné rozepisovat cely postup nebo zapigmatypaet
zpisob sloZeni funkce a je mozné psat rovnouikkzm (cosx3)' = - sink® O%°. Kazdy by
vSak n€l pouZzivat takovy typ zapisu, aby dokaz#ikfady ieSit spravi.

Neékdy neni vijSi funkce poznat tak snadno jak oiegchozich fikladech.



(sin2 x)' = 2sinx[{ sinx)' = 2six[] cax

(22)' =2z[7
(posledni funkci bylo uma@ovani na druhou= proto v prvni kroku derivujeme druhou
mocninu a poté teprve sinus)

Pedagogicka pozndmkaMohlo by se zdat, Zefpdchozi vysstlovani je zbyténé, ale mnozi
studenti nevnimaji mocniny a odmocniny jako oprasédfunkce a kili tomu
délaji pii vypoétech chyby. Spatny vyget p‘redchoziho fikladu by vypadal

typicky takto: (sin2 x)' = co$ x[1.

NarteSeni prvnihoifikladu proto piliS nechvatam, aby ighkteti slabsi studenti
stihli zatatek nasledujicihoffkladu pokazit a @i tak po gedchozi ukazce&so
na opravu aigmysleni.

P¥. 3: Urdi derivace:

a) (co§ x)' b) (sin3 x)' c) [(x2 + 2)3}

!

d) (Vsinx)

a) (cos2 x)' = 2cox(f cox)' = 2codf~ sk)=- sicosx

[
2

z°) =2z[7

S—

23)' =322 F

I

(

b) (sin3 x)' = 30sirt x[{ sinx)' = 3sin® x (Lo
(
2

C) [(x2+ )3} =3(x2+ 2)2(x2+ 3) = C(x2+ 32 2<=6x(x2+ 2)2

() =322
d) (\/SinX)’ :%(sinx)_;(sinx)' = > slinx Cos = ZC%?X
\/7 ’ zlgiﬁ'
( Z) 2 \/E

Pi. 4:  Urci zpangti derivaci vyrazu(sin2 X+ cog x)' . Odhad potut’ vypostem.

- Plati: sin” x+ cog x = 7 = souket sin® x+ cos x je konstantni a jeho derivace musi byt
' nulova.

(sin2x+ co§x)' = 2sikOcos+ 2codf- si)=



Pf. 5: Urci derivace:

a) (ij b) [cos( +7)]  ©) [(;6} d) (3" +cosx|

3x-1 x2+2x—3)

(3 y_.l N 3 9
N i ==

SRS

b) [ cos( X+7)] =-sir( 2+7) [ 8+7) = sif 8+7)0

(cosz)' = - sinz[¥

! 1 }':_6( L (azed =0 (x:3-- 12(x+1) 7

(x2+2x—3)6 X° + 2X - 37 (x2+ - (x2+ x-
5 (z°) =-627
d) (\/3 X +cosx)' =£(x2+ cos<)_§ (x2+ coz)' =1 - s
a e o vy
(3/2) =:—l%z_3 [z

SloZené funkce se santegn¢ mohou vyskytovat na vSech mistech, kdegeme nalézt
funkce elementéarni. Tedy i uvhgowtt, sokina nebo podil. Derivovani se tim dale
komplikuje.

Pr. 6: Urci derivace:

a) [cos( ) +( X+ :)2} b) (x* sin? x)' c) !(Xi}

2x2 — 3)2

éa) | cos{ 3 +( x+ ﬂ:— sif 8)0 8) + @ 2+ Yi( 2+ J1=- 3 sfnxB+ (4x2 )

b) (x4 [$in’ x)' =(x4)' Sin®x + x“( sinzx)' = &° sirfx+x “02sin0 cos



{ ]':(xm)'fczxz—sf—(xzﬂ)[(z«—ﬂ'
©)

(2= (>-9

szqz@—$3{%+gfqzé—3m4

(2x -3)

Pi. 7: Petakova:
strana 156/c¢eni 22 f,, f,, f,

Shrnuti:



