10.2.12 Pruabéh funkce Il (prohnuti)

Predpoklady:10211

Pedagogicka poznamkaf¥i poctivém probirani by tato latka zabral& @elé vykovaci
hodiny. Studenti z toho nebudotil@ nadSeni, je zdet{iS mnoho definic a
povidani.

Uz tieti hodinu se snazime, co nejlépe popsat graf Burfkekud znadmeredpis funkce a
umime ji zderivovat, dokazeme zjistit:

» definicni obor

e funkéni hodnoty (dosazenim, uz od ndah)

* monotonnost (podle znaménka prvni derivace)

* lokalni extrémy (podle znaménka prvni a druhé deey

* limity v nevlastnich bodech a v nevlastni limitywlastnich bodech

e asymptoty
Stati to k tomu, abychom nakresliliiplizné graf funkce?

PF. 1:  Funkcey= f (x) ma lokalni minimum v ba#[1,1] a lokalni maximum v bad
[5; 4] Y intervalu(l; 5> je funkce rostouci (jeji prvni derivace je v tormtervalu
kladnd). Nakreslitrzné moznosti, jak Ze vypadat graf této funkce pvd](l; 5> :
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- MoZznosti je nekon@é mnoho. Z obrazku je vid, Ze je nizeme rozdlit do nékolika skupin:
-+ cerna, pimacara
. » modracéra, ktera je vzdy n&ernoucarou, vypada jakoast ,kop&ku*
1 o zelen&éra, kterd je vzdy pogkrnoucarou, vypada jakoast ,doliku”
e gerven&iara, ktera se sklada ze dveasti, jedna&ést se chovéa jako modtéara, druha
: Cast se chova jako zelepara (je samaejmeé, Ze byervenaara mohla mit vice
¢asti, kazda z nich by se vSak podobala jednomti petichozich druln)

»
'

Musime se naiit jednotlivé druhy funkci rozeznavat. Jak pozndpwovnavanim), Zze ma
kiivka tvar ,doliku“?
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Pokud libovol® zvolime na ose tfi body x; < x, < X,, ziskame na grafu funkce body

F;.I:X:L; f (Xl)]' Pz[xz; f (Xz)] a P3[X3; f (Xs):l'

Z obrazku je vidt, ze bodP, vzdy lezi pod fimkou BP, = to uz by bylo mozné vyj&d
pocetne:

rovnice fimky RP, (dosazujeme do simicového tvaru)y -vy,) =k(x—x,):

=% Yo=Ya= T (). k% = y—f(&)=%(x—m
y=M(X->&)+f(>&)

XX
zkoumame hodnotu v bdck, = dosadimex=x,, y=y, = f (x,)

f —f
f (%) :%(xz—xlﬁ f(x,)
pokud bod lezi naifmce nebo pod ni, z&nime rovnost na nerovnost:
)< f(><3)—f(><1)(

X, =)+ f (x,) - to je pro definici imo idealni=
XX

f(x,

Funkcef se nazyva konvexn{ma tvar goliku“) v intervalul, praw kdyz pro libovoln&isla

X, %, X, 01 sphujici nerovnostx, < x, < x,, plati f (x,) s%(x2 -x,)+ (%)
(bod P, [ x,; f (x,)] leZi pod pimkou PP, nebo na ni).

Pokud platiostra nerovnost f (x,) <w(x2 -x,)+ f (x,) tikdme, Ze funkce je
v intervalul ryze konvexni.
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PF. 2:  Analogicky podle pedchoziho postupu oddca vyslov definici funkce, ktera je
v intervalul konkavni (ma tvar ,kogiu®).
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Velmi podobny obrazek jako u konvexni funkce, H@dezi vzdy nad fimkou BP, = je

- splngna nerovnostf (X,

E f(XS)_f(Xl)(

— X, =X,)+ f(x,).

" Funkcef se nazyva konkavnima tvar ,kopce”) v intervall, praw kdyz pro libovoln&isla

f(xs)_f()%)(

X, =X )+ f (X
— o= %)+ f(x,)

X, %, X, 01 sphujici nerovnostx, < x, < x,, plati f (x,) =

(bod P, x,; f (x,) ] lezi nad pimkou RP, nebo na ni).

)> f(xs)_f()%)(

— x,— %)+ f (x,) tikame, Ze funkce je

Pokud platostra nerovnost f (x,

v intervalul ryze konkavni.

Pr. 3: Nakresli obrazek zadané funkce a rozhodni zdaysdaném intervalu konvexni,
ryze konvexni, konkavni, ryze konkavni nebo zdaaje#adnou zdchto viastnosti.

a) y=x* vintervalu(-4;4) b) y=|X v intervalu(-4;4)
c) y=|x vintervalu(1;5) d) y=x* vintervalu(-3;3)

Z obrazku je #ejmé, Ze funkcey = X* je Z obrazku je ¥ejmé, ze funkcey =|X je
v intervalu(-4;4) ryze konvexni. v intervalu(-4;4) konvexni (podminku pro
ryzi konvexnost spilje pouze fi specialni



volb¢ bodi).
yl

Z obrazku je rejmé, Ze funkcey =|¥ je Z obrazku je #ejmé, Ze funkcey = X* neni

v intervalu(L;5) konvexni i konkavni. v intervalu(-3;3) ani konvexni ani konkavni.
(v intervalu(-3;0) by byla ryze konkavni a
vintervalu(0;3) ryze konvexni).

Problém jsme WeSili pouzeiasténe. Na to, abychom poznali, Ze funkce je v b&dnvexni
(nebo konkéavni) poebujeme cely interval. Nedokazali bychom to poznetovani funkce
piimo ve zkoumaném bodu (a jeho libowomalém okoli)?

Zkusime na obrazkuiblizovat body x, x,, x, blize k sob.
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V limitnim pripack, se z pimky RP, stane t&na v bod [ x,; f (x,)].
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4 X,
a vSechny body grafu v okoli body lezi nad ténou.



Funkcef je ryze konvexni v bo@ x,, jestlize méa v ba#l x, vlastni derivacif'(xo) a
existuje-li takovéislo 0 >0, Ze pro kazdé& (X, = ;%) O (Xy X, +J) plati:
f(x)>f'(%)(x=%)+ f(x,) (vSechnybody grafu lezi nad t&nou).

H PF. 4: Nakresli analogicky obrazek, najdi kritérium a sesdefinici pro funkci, ktera je
v bod X, ryze konkavni.
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Véec‘r:ny body grafuzv okoli bodx, lezi pod ténou.
Funkcef je ryze konkavni v bod x,, jestlize ma v bo#l x, vlastni derivacif'(x,) a
existuje-li takovéislo 0 >0, Ze pro kazd& (X, = J; %) O (Xy X, +J) plati:
f(X)<f'(%)(X=%)+ f(x,) (vSechnybody grafu lezi pod t&nou).

Je-li funkce konvexni v kazdém bbohtervalul, fikdme, Ze j&konvexni v intervalu I.
Je-li funkce konkavni v kazdém bbmhtervalul, fikame, Ze je&konkavni v intervalu |.

Jak zjistime tvar ivky pomoci derivaci?

Podivame se na obrazek gneu konvexni funkce:
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Pokud m4 téna leZet pod grafem funkce musi se:
napravo od bodw, strmost grafu zitSovat= funkce musitstcim dal rychleji= derivace

funkce se musi 2¢Sovat= druha derivace funkce musi byt kladna.

Stejny vysledek ziskame, kdyz prostudujeme grakdary = x* (ryze konvexni \R) a jeji
derivacey =2x:



Celou dobu prvni derivace funkgg = (xz)' =2x roste (nejprve zmensuje klesani funkce

y =x° a poté zwtSuje jeji stoupani.

Analogickou zakonitost najdeme u grafu funkge —x* (ryze konkavni \R) a jeji derivace
y'=-2X:

Celou dobu prvni derivace funqué:(—xz)' =-2x klesa (nejprve zmensujést funkce

y =-x* a poté zwtduje jeji klesani.
Je-li £"(%,) >0, pak je funkcd v boct X, konvexni.
Je-li f"(xo) <0, pak je funkcd v boE x, konkavni.
PF. 5:  Urgi intervaly konvexnosti a konkavnosti funkge= x°.
- Vysledek uz zname, protoZe vime, jak vypada grakde, ale té si to spgitame:
y=(e) =3¢

y' :(SXZ)' = 6X
' zji&ujeme kdy je druha derivace kladréx >0 = x>0
~» pro xO(0;e) plati y" >0 = funkce je konvexni



-+ pro xJ(-;0) plati y" <0 = funkce je konkavni

Je to tak.

Zastavime se jeSt bodux=0. V tomto bod se n&ni u tvar funkcey = x* z konkavni
funkce se stava funkce konvexni. Takovému bodiksenflexni bod funkcef.

Inflexni body maji vzhledem k druhé derivaci podélpostaveni jako body stacionarni
vzhledem k derivaci prvni:

Je-li bod x, inflexnim bodem funkcéa ma-li funkce v tomto bod druhou derivaci pak

t"(%)=0.

Nulova druha derivace neni pasifici podminka pro existenci inflexniho boet obracena
véta neplati. Pokud chceme mit jistotu, Ze bod svaalruhou derivaci je inflexni, musime
se [fes\wdcit, Ze se v dim meni znameénko druhé derivace.

PF. 6:  Najdi inflexni body funkcey = 3x* — 4x*. Urgi, kdy je funkce konvexni a konkavni.

y'= (3x4 —4x3)' =12 - 1X°

y'=(12¢-12¢) = 36¢ - 24
-V inflexnim bod musi byt druha derivace nulova:
y'=36x - 24x=14 & - %)= 12( 8- P=

= dva body podédelé z inflexe:x, =0, X, :g = musime zjistit znaménka druhé derivace

= feSime nerovnici36x” — 24x> 0, 3x> — 2x> 0, pred x* je kladn&islo = ,dolik"
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« pro xO(-;0) plati y" >0 = funkce je konvexni

* pro xD(O;%) plati y" <0 = funkce je konkavni



'+ pro xO(0;) plati y" >0 = funkce je konvexni

. = oba podeielé body jsou inflexni, v obou sesnilo znaménko druhé derivace
- Vysledek zkontrolujeme pohledem na graf:
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Pr. 7:  Ur¢i inflexni body funkcey =

X2 +1

(¢ +1) CRE NS
() (24 - (1m0 ()]

y" = 1- X2 =
(x2 +1)2 (x2 +1)4

X J _ (%) (X2 +1)‘X(X2+1)' _ X +1-xPx _ 1-%°

I

§_-zqﬁ+gﬁ(yxﬂ4xugma:-z@a+;-(}ﬁ)4:

(¢ +2) (¢ 1)
22— —ax+ AC _ 2°- &
(s +2) ()

V inflexnim bod musi byt druha derivace nulov&
2x* — 6x = 2X(X2— 3) = 2((x+\/_%(x—\/_3) = (

' = tii body poderelé z inflexe:x, =0, X, =—/3, X, =+/3 = musime zjistit znaménka
. druhé derivace (na%ti zalezi pouze natateli, jmenovatel je p@d kladny)



= teSime nerovnici2x® - 6x = 2x(x2— 3 = 2<(x+\/_:<§(x—\/_e) > (

- =>nerovnice je v satinovém tvarujesime ji nad osou:
| —eto— =+ +etet =+

,_._._ - \/_ O Foto— =— \/§

e pro xO —\/:_?,) plati y" <0 = funkce je konkavni

* pro x[l( \/:_% O) plati y" >0 = funkce je konvexni
* pro XD(O \/5) plati y" <0 = funkce je konkavni
* pro x[l(\/i_%;w) plati y' >0 = funkce je konvexni

- vSechnyii podezelé body jsou inflexni, vzdy seémilo znaménko druhé derivace
- Vysledek zkontrolujeme pohledem na graf:
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Shrnuti: Konvexnost a konkavnost funkceideme zjistit pomoci druhé derivace.



